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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЗОВНІШНЬОГО ТЕПЛООБМІНУ 
СКЛОВАРНОЇ ПЕЧІ

У статті викладено основні положення щодо створення математичної моделі для регенератив-
ної скловарної печі ванного типу. Процес скловаріння досить складний для експериментальних дослі-
джень, датчики термопар установлюються у відповідних зонах печі, необхідна адекватна матема-
тична модель, яка буде максимально точно відображати дані температур у точках скломаси, де 
установка датчиків неможлива технічно. Під час дослідження та проведення математичного моде-
лювання використана структурно-параметрична схема печі, що враховує всі входи й виходи до об’єкта 
керування. Математичний опис скловарної печі включає опис рівняння зовнішнього теплообміну для 
скломаси, кладки й газу. Під зовнішнім теплообміном розуміють теплообмін між об’єктом і його ото-
ченням: теплообмін між скломасою та відповідним їй навколишнім середовищем – кладкою та газо-
вим простором. Для кожного зі складників розроблено власний математичний опис.

Складники печі (скломаса, кладка та газовий простір) мають по два контактні елементи між 
собою. Розроблена система рівнянь зовнішнього теплообміну, що отримується з рівнянь балансу 
випромінювання поверхні: ефективне й результуюче випромінення. Відповідно до закону Ламберта, 
власне та відбиваюче випромінення формують рівняння ефективного випромінення поверхні скломаси 
та кладки. Виходячи з аналізу попередніх досліджень, у розв’язку задач математичного моделювання 
скловарної печі в першому наближенні результуюче випромінення кладки прийнято нулю, температура 
скломаси та кладки взята рівним середньоефективним величинам. Розроблена й досліджена система 
рівнянь для теплових потоків скломаси та кладки покладена в основу створення структурної схеми 
скловарної печі, яка являє собою вид моделі, отриманий за допомогою схеми зв’язків між складовими 
елементами об’єкта.

Ключові слова: математична модель, скломаса, зовнішній теплообмін, випромінення, тепловий потік.

Постановка проблеми. Для аналізу й синтезу 
системи керування необхідно розроблення доско-
налої моделі об’єкта керування. Побудова моделі 
базується на формалізації закономірностей функ-
ціонування об’єкта. Одним із найефективніших 
методів побудови моделі складного об’єкта є його 
ідентифікація. 

Якість продукції та економія пального зна-
чною мірою залежать від організації теплових 
режимів роботи печі [1]. Процес варіння скло-
маси відбувається в умовах граничної темпера-
тури експлуатації кладки, інтенсифікація варіння 
скла стає можливою при раціональному викорис-
танні теплової енергії ванни печі. Задача з дослі-
дження теплофізичних характеристик роботи печі 

необхідна для режиму роботи печі, що відпові-
дає заданим умовам енергоефективності. У свою 
чергу, дослідження можливе на основі результа-
тів математичного моделювання внутрішнього 
теплообміну та створення системи керування, 
яка б ефективно підтримувала заданий тепловий 
режим [2]. Складність створення математичної 
моделі зумовлена всім різноманіттям фізичних 
явищ, що протікають у процесі варіння скло-
маси. Сталість теплотехнічних параметрів роботи 
печі відповідає отриманню скломаси з високим 
ступенем термічної однорідності. Підтримання 
заданого температурного режиму скловарної печі 
зумовлено процесами хімічного перетворення 
та сприяє нагріванню шихти до температури  
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плавлення, повного розчинення компонентів 
шихти в розплаві скла. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Стан математичного моделювання скловарної 
печі, наведений у роботах [1–7], показав процеси, 
які протікають під час виготовлення скломаси, 
взаємозв’язок між процесами та складниками 
печі (до процесів належить теплообмін і гідро-
динамічний рух скломаси у ванні печі). Виходячи 
з розглянутих матеріалів, виявили, що не розгля-
нута система рівнянь зовнішнього теплообміну 
для скломаси, яка, у свою чергу, отримується з 
балансу ефективного й результуючого випромі-
нення скломаси, кладки та газового середовища.   

Постановка завдання. Об’єктом дослідження є 
регенеративна скловарна піч ванного типу з попере-
чним поданням полум’я, що встановлена на низці 
вітчизняних виробничих і зарубіжних підприємств. 
Математична модель печі, що буде розрахована, 
повинна враховувати всі технологічні особливості 
процесу теплообміну між складниками печі. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Скловарна піч як об’єкт математичного моде-
лювання містить декілька складників: скломасу, 
кладку та газовий простір. Кожен зі складників 
моделі повинен мати свій математичний опис для 
розрахунку взаємодії між складниками в моделі 
об’єкта керування. 

 
Рис. 1. Схема скловарної печі ванного типу  

в поперечному перерізі
1 – бокові стінки, 2 – дно, 3 – склепіння,  

4 – скломаса, 5 – газовий простір

Як видно зі схеми, скломаса контактує з газо-
вим середовищем, стінками і дном (надалі 1, 2 і 
3 позначаються як кладка), газовий простір – зі 
скломасою та кладкою, кладка – зі скломасою 
та газовим простором. Взаємозв’язок складників 
використовується при створенні системи рівнянь 
теплових потоків [3; 4].

Математичний опис скловарної печі як об’єкта 
дослідження включає рівняння зовнішнього 

теплообміну для скломаси, кладки й газу. Під 
зовнішнім теплообміном розуміють теплообмін 
між об’єктом і його оточенням – теплообмін між 
скломасою та середовищем, що її оточує (кладкою 
та газовим простором). Система рівнянь зовніш-
нього теплообміну отримується з рівнянь балансу 
для ефективного й результуючого випроміню-
вання поверхні та середовища у вигляді рівнянь 
теплових потоків відповідних груп, які беруть 
участь у теплообміні [5; 6; 7; 8]. При цьому при-
ймається, що ефективне випромінення поверхні 
скломаси та кладки підпорядковується закону 
Ламберта: поглинаючі здібності випромінювачів 
рівні для всіх променевих потоків і дорівнюють 
відповідним ступеням чорноти. Оптичні характе-
ристики випромінюючого середовища та поверхні 
не залежать від просторових координат і беруться 
як середньоефективні величини [4; 8]. 

Уведемо припущення [9–13]: сталість густини 
ефективного випромінення скломаси та кладки, 
сірі властивості випромінювачів, рівність темпе-
ратури випромінюючого середовища за загальним 
об’ємом простору, що випромінюється. Погли-
нальні здібності випромінювачів однакові для всіх 
променевих потоків і рівні визначеним степеням 
чорноти. Температура скломаси та кладки береться 
рівною середньоефективним величинам. Викорис-
таємо формулу для розрахунку передачі тепла:

q [4] :q=σв(Tвип
4-Tпром

4),
де σв – видимий коефіцієнт випромінення, Tвип – 
температура випромінюючого середовища, Tпром – 
температура променесприймаючого середовища.

Ефективне випромінення дзеркала скломаси 
Ееф.ск обраховується за формулою [3; 7; 8]: Ееф.

ск=Евлас
+Евідр, де Евлас – власне випромінення, Евідр – 

відбиваюче випромінення.
Розглянемо окремо складники ефективного 

випромінення дзеркала скломаси [3; 7; 8]:

Å F T Tâëàñ ñêñê â
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅−σ ε

0

4 4

446 10 8
ñê

,

де σ0 – стала Стефана-Больцмана (5 67 10 8, ⋅ − Âò
ì Ê2 4 ),  

εск – ступінь чорноти скломаси 0,82 [8; 14],  
Tск – температура скломаси, Fв – поверхня ванни.  

Евідр=Евідр.газ
+Qвідр.кл, 

де Евідр.газ – відбиваюче випромінення газу, Qвідр.кл – 
тепловий потік від кладки.

Å F T

Q Å
F
F

âiäð.ãàç ãàç â ñê ãàç

âiäð åô.êë
ê

â

= ⋅ ⋅ ⋅ −( ) ⋅

= ⋅ ⋅ −

σ ε ε
0

4

1

1

,

.êë εε εãàç ñê( ) ⋅ −( )







 1 ;

Å F T

Q Å
âiäð.ãàç ãàç â ñê ãàç

âiäð åô.êë

= ⋅ ⋅ ⋅ −( ) ⋅

= ⋅ ⋅ −

σ ε ε

ψ ε
0

4

1

1

,

.êë êë ããàç ñê( ) ⋅ −( )




 1 ε ;
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Å T

Q Å
âiäð.ãàç ãàç

âiäð.êë åô.êë

≈ ⋅ ⋅

≈ ⋅







−21 75 10

0 2

8 4

, ,

, ;  

де εгаз – ступінь чорноти газу 0,222 [8; 14], Tгаз – 
температура газу, Fкл – поверхня кладки, Ψкл. – сту-
пінь розвитку кладки, що дорівнює відношенню 
взаємовипромінюючих площ Ψкл.=Fкл/Fск, Fск=96м2, 
Fкл=141,1м2, звідки: Ψкл=1,47. 

Таким чином, Ееф.ск розраховується за форму-
лою, виходячи з відповідних значень степені чор-
ноти тіла та площі дзеркала скломаси:

Å T T Ååô.ñê ñê ãàç åô.êë= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅− −446 10 21 75 10 1 478 84 4

, , .

Ефективне випромінення кладки необхідно 
знайти. Розрахуємо власне випромінення кладки, 
відбиваюче випромінення кладки й відбиваюче 
випромінення газу Евлас.кл., Евідр.кл., Евідр.газ  [3; 4; 8]: 

Å F T Tâëàñ.êë ê ê êêë
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅−σ ε

0

4 4

744 10 8

Евідр. кл=Евідр.газ
+Qвідр.ск

+Qвідр.кл,

Å F T Tâiäð.ãàç êë ãàç êë ãàçãàç
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −( ) = ⋅ ⋅−σ ε ε

0

4 4

1 12 43 10 8,
,

де εкл – ступінь чорноти кладки (0,93) [8; 14],  
Tкл – температура кладки. 

Q Å

Å
âiäð.ñê åô.ñê ãàç êë

åô.ñê

= ⋅ −( ) ⋅ −( ) =

= ⋅ −( ) ⋅ −(
1 1

1 0 222 1 0 93

ε ε

, , )) = ⋅0 05, Ååô.ñê

Q Å

Å

âiäð.êë åô.êë ñê ãàç êë

åô.êë

= ⋅ −( ) ⋅ −( ) ⋅ −( ) =

⋅ −( ) ⋅

1 1 1

1 0 68 1

ψ ε ε

, −−( ) ⋅ −( ) = ⋅0 222 1 0 93 0 02, , , Ååô.êë

Å T T Å Ååô.êë êë ãàç åô.ñê åô.êë= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅−744 10 12 43 0 05 0 028 4 4

, , ,

де Ψcк. – ступінь розвитку скломаси, що дорів-
нює відношенню взаємовипромінюючих площ  
Ψcк.= Fск/Fкл, .Fск=96м2, Fкл=141,08м2, отже, Ψcк=0,68. 

Існує залежність, що об’єднує результу-
юче, падаюче й ефективне випромінення [14]: 
Ерез=Епад

+Ееф, виходячи з якої необхідним для 
пошуку є значення падаючого (Епад) та результую-
чого (Ерез) випромінення [3; 14]:

Å
Å T Å

ïàä.ñê
âiäð.ñê

ñê

ãàç åô.êë=
−( )

=
⋅ ⋅ + ⋅

−(

−

1

21 75 10 0 2

1 0 82

4 8

ε

, ,

, ))
=

= ⋅ ⋅ + ⋅−120 8 10 1 11
4 8, ,T Åãàç åô.êë

	 Å Å T Å Å
ïàä.êë

âiäð.êë

êë

ãàç åô.ñê åô.ê=
−( )

=
⋅ + ⋅ + ⋅

1

12 43 0 05 0 02
4

ε
, , , ëë

åô.ñê åô.êë

1 0 93

177 6 10 0 71 0 288 4

−( )
=

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅−

,

, , ,ãàçT Å Å

Å T Å Åðåç.ñê ãàç åô.êë åô.ñê= ⋅ ⋅ + ⋅ −−120 8 10 1 11
4 8, ,

Å T Å Å Åðåç.êë ãàç åô.ñê åô.êë åô.êë= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − =

=

−177 6 10 0 71 0 28

1

4 8, , ,

777 6 10 0 71 0 728 4

, , ,åô.ñê⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅− T Å Åãàç åô.êë

.

У результаті отримана система з 4-х рівнянь з 
4-ма невідомими:

Å T T Å

Å

ñêåô.ñê ãàç åô.êë

åô.êë

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

=

− −446 10 21 75 10 0 2

74

8 84 4

, , ,

44 10 12 43 10 0 05 0 028 84 4

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅− −T T Å Å

Å
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ðåç
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= ⋅

−

−

120 8 10 1 11
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8 4
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,

T Å Å

Å 88 4

0 71 0 7⋅ + ⋅ − ⋅












 T Å Åãàç åô.ñê åô.êë, , ;

 

де Ерез.ск. – результуюче випромінення для тепло-
вого потоку скломаси qск, Ерез.кл. – результуюче 
випромінення для теплового потоку кладки qкл [4]. 
Розв’язуємо систему відносно Ерез.ск. та Ерез.кл:

q
Å

F
T T

ñê
ðåç.ñê

â

ñê êë= =
− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅− − −435 8 10 343 3 10 105 3 108 8 84 4

, , , TTãàç

4

96
.

Таким чином, тепловий потік для скломаси та 
кладки буде мати вигляд:

q T T T T

q

ñê êë ñê ãàç ñê

êë

= ⋅ ⋅ −( ) + ⋅ ⋅ −( )
= ⋅

− −3 5 10 1 1 10

2 11 10

8 84 4 4 4

, , ,

, −− −⋅ −( ) + ⋅ ⋅ −( )






 8 84 4 4 4

1 3 10T T T Tñê êë ãàç êë, ;

У результаті отримана система рівнянь для 
теплових потоків, що буде використана при ство-
рені структурної моделі об’єкта [16].

Унаслідок того що процес скловаріння від-
бувається у вузькому температурному діапазоні, 
необхідно обмежитися лінеаризованими рівнян-
нями для теплових потоків скломаси та кладки. 
Лінеаризація відбувається використовуючи роз-
кладання в ряд Тейлора та нехтуючи величинами 
другого та вищого порядку внаслідок їх малого 
значення [4; 8; 15]. Доданки з приростом у степені 
2 досить малі, тому прирівнюються до 0 [4]:

q q T T Òñêñê.0 ñê ñê.0 ñê.0+ = − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅− − −∆ ∆4 54 10 18 4 10 3 57 108 4 8 3, , , 88 4
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


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де Тск.0, Ткл.0, Тгаз.0 – початкові значення температури 
скломаси, газу та кладки згідно з технологічним 
регламентом, що можуть змінюватися залежно від 
початку точки відліку.

Виконаємо перетворення за Лапласом відпо-
відної системи рівнянь: 

q p a Ò p a Ò p a Ò p
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ñê êë ãàç

ñê

ñê

êë

( ) ( ) ( ) ( ),
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
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8 3

3
818 4 10 12 10 4 4 10= − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅− − −, , , , çç.0

ñê.0 êë.0

3

1
8 3

2
8 3

3
88 44 10 13 64 10 5 2 10

,

, , , , ,b T b T b= ⋅ ⋅ = − ⋅ = ⋅− − − ⋅⋅Tãàç.0
3;

Висновки. Таким чином, отримана система 
рівнянь для теплових потоків, представлена в 
перетвореннях за Лапласом, буде покладена в 
основу створення структурної моделі об’єкта 
керування.
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Zhuchenko A.I., Sytnikov A.V., Gubar B.P. MATHEMATICAL MODEL OF EXTERNAL  
HEAT EXCHANGE OF GLASS FURNACE

The article presents the main provisions for creating a mathematical model for a regenerative glass furnace 
of the bathroom type. The glassmaking process is quite complex for experimental research, thermocouple 
sensors are installed in the appropriate areas of the furnace, an adequate mathematical model is needed, 
which will most accurately display temperature data at points of glass mass where the installation of sensors 
is not technically possible. During the research and mathematical modeling, the structural-parametric scheme 
of the furnace was used, which takes into account all the inputs and outputs to the control object. In this paper, 
the mathematical description of the glass furnace includes a description of the equations of external heat 
exchange for glass, masonry and gas. External heat exchange means heat exchange between an object and its 
environment: heat exchange between glass mass and its corresponding environment – masonry and gas space. 
For each of the components developed its own mathematical description.

Components of furnaces (glass, masonry and gas space) have two contact elements. The system of external 
heat exchange equations derived from the equations of surface radiation balance is developed in the work: 
effective and resultant radiation. According to Lambert's law, the intrinsic and reflective radiation form the 
equation of the effective radiation of the glass mass and masonry surface. Based on the analysis of previous 
studies, in solving the problems of mathematical modeling of the glass furnace, the first approximation of 
the resulting radiation of the masonry is zero, the temperature of the glass and masonry is taken equal to 
the effective values. The system of equations for heat fluxes of glass mass and masonry is developed and 
researched in the work, it is the basis of creation of the structural scheme of the glass furnace, which is a kind 
of model obtained by the scheme of connections between the constituent elements of the object.

Key words: mathematical model, molten glass, external heat exchange, radiation, heat flux.


